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Abstract— Wyner and Ziv studied in 1989 the asymptot-

ic properties of recurrence time of stationary ergodic infor-

mation sources, and applied the results to obtain optimal

data-compression schemes. Since then many information

theorists have been interested in the study of asymptot-

ic properties of the probability of string matching of a se-

quence from a source with a data base and the waiting time

for the string matching. We consider lossy cases. We derive

theorems, for Gaussian stationary processes, concerning the

asymptotic behavior of the probability of string matching

and the waiting time for the string matching.
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1 は じめに
Wyner-Ziv [4] は , 情報源からの 系列がデータベース

に ある系列と 一致するまで の 時間の 系列の 長さを長くし

たと きの 漸近挙動を調べ, データベースを利用する符号

化法の 最適性を示した. 以来, string matching する確率

と string matching するまで の 時間の 研究が情報理論研

究者の 関心を集めて いる.

最近は 歪みを許す場合の 研究も進み, Yang-Kieffer [5]

は , 有限アルファベットの 場合で , i.i.d. と Markov 過

程の 場合に ついて , 入力系列がデータベースに string

matching する確率および string matching するまで の

時間に ついて の 評価を行な った.

我々は ガウス定常過程の 場合に , string matching の 確

率および string matching するまで の 時間に ついて の 評

価を行う. な お, i.i.d. 過程に 対して は , 任意の アルファ

ベット空間の 場合に [5] と 同じ結果を我々の 方法で 示す

こと がで きる.

2 問題
X = {Xn}, Y = {Yn} は それぞれ情報源, データベー

スを表す正則 (純非決定的と もいう)な ガウス定常過程

で , X と Y は 独立と する. この と き, 情報源 X からの

sample-path xN
1 = (x1, . . . , xN) に 対し, データベース
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Y N
1 = (Y1, . . . , YN) に (二乗平均誤差の 意味で )歪み D

で string matching する確率

P
( 1

N

N∑

k=1

|xk − Yk|
2 < D

)

の N → ∞ に おける漸近挙動を調べる.

また情報源からの 系列がデータベースに おいて string

matching するまで の 時間

LN (Y,X,D) = inf
{
n ≥ 0;

1

N

N∑

k=1

|Xk − Yn+k|
2 < D

}

の N → ∞ に おける漸近挙動を調べる.

3 準備
必要な 用語と 記号の 説明をして おく.

定常過程は 正則な の で X, Y は それぞれスペクトル密

度関数f , g をもつ. この と き k 次の 共分散 γk は

γk = E[XnXn+k] =

∫ π

−π

exp[ikλ]f(λ) dλ,

で 与えられる. な お, 平均は E[Xn] = E[Yn] = 0 と する.

一般に , 空間 Ω 上の 二つの 確率分布 µ, ν に 対し, 相

対エントロピー (ダイバージェンス) D(µ‖ν) は

D(µ ‖ ν) =






∫

Ω

log
[dµ
dν

(x)
]
dµ(x), µ ≺ ν

∞, µ 6≺ ν

で 定義される.

定常過程に 対し, 相対エントロピー DN (XN
1 ‖Y N

1 ), 相

互情報量 IN (XN
1 , Y

N
1 ) は それぞれ

DN(XN
1 ‖ Y N

1 ) = D(µN
X ‖ µN

Y ),

IN(XN
1 , Y

N
1 ) = D(µN

XY ‖ µN
X × µN

Y ),

で 与えられる, ここで µN
X は XN

1 の 確率分布, µN
XY は

XN
1 と Y N

1 の 同時分布を表す.

単位時間当りの 相対エントロピー D(X ‖ Y ) および

相互情報量 I(X,Y ) は それぞれ

D(X ‖ Y ) = lim sup
N→∞

1

N
DN(XN

1 ‖ Y N
1 )

I(X,Y ) = lim sup
N→∞

1

N
IN (XN

1 , Y
N
1 )



と する.

4 結果
我々の 目的は , 2節で 述べたガウス定常過程に 対して ,

以下に 述べる二つの 定理を示すこと で ある.

D0 = E[X2
n] + E[Y 2

n ] と し, 0 < D < D0 に 対して ,

lim sup
N→∞

1

N

N∑

n=1

E[|Xn −Wn|
2] ≤ D

を満たす確率過程 W = {Wn} の 全体を WD と おく.

R∗(D) を次で 定める.

R∗(D) = inf
W∈WD

{I(W,X) +D(W ‖ Y )}.

第一の 目的は , string matching の 確率に ついて , 次の

定理を証明すること で ある.

定理 1 Y の スペクトル密度関数 g は 有界と 仮定する.

この と き µX に 関して 殆ど すべて の x = {xn} に 対し,

lim
N→∞

1

N
logP

( 1

N

N∑

k=1

|xk − Yk|
2 < D

)
= −R∗(D)

(0 < D < D0) が成り立つ.

次に , string matching するまで の 時間 LN(Y,X,D)

を考える.

Yang-Kieffer [5] は 次の 混合条件の 下で この 問題を論

じた. Y = {Yn} に 対して F
n
m, Gk, α(k) を次の ように

定める.

F
n
m = σ(Yk; m ≤ k ≤ n)

Gk = {(G, F ); ∃(k, l,m)

s.t. k ≤ l ≤ m− n, G ∈ F
l
k, F ∈ F

∞
m }

α(k) = sup{|P (G | F ) − P (G)|; (G, F ) ∈ Gk}

α(k) を Y の 混合係数と 呼び, 特に
∑∞

k=1
α(k) <∞ の

と き, Y は 有限和混合係数をもつと いう.

定理 2 定理1 と 同じ仮定の 下で , Y は 有限和混合係数

をもつもの と する. この と き, 確率 1 で

lim
N→∞

1

N
logLN (Y,X,D) = R∗(D)

(0 < D < D0) が成り立つ.

上の 定理に 登場する定数 R∗(D) が情報量と 相対エン

トロピーを使って 表せること を, i.i.d. の 場合で は ある

が, 最初に 示したの は 古賀, 有本 [3] で ある.

ガウス定常過程 X の (単位時間当りの )レート・歪み

関数 R(D) に ついて は , R(D) = I(X, X̃) を満たすガウ

ス定常過程 X̃ = {X̃n} ∈ WD が存在すること が知られ

て いる. 定理1, 2 に おいて , 定常過程 Y が X̃ と 同じ分

布の 場合に 限り R∗(D) = R(D) で ある. この こと は , こ

の 場合に 限れば , データベースを利用して 最適な 符号化

法が構成で きること を意味する.

5 定理1の 証明
定理 1 の 証明の あたって は , 次に 述べる大偏差定理が

重要な 役割を果たす.

命題 1 (大偏差定理) 確率変数列 Z = {Zn} を考える.

ϕn(θ) = logE[exp[θZn ]], θ ∈ R

と おく. ϕn(θ) に ついて n → ∞ で 極限を持つと き

ϕ(θ) = lim
n→∞

1

n
ϕn(θn)

と 定める. ϕ(θ) が定義され, しかも ϕ(θ) がC1 級で ある

θ の 集合をD と し, D
′ = {ϕ′(θ); θ ∈ D} と 記す. 以下,

D
◦ 6= ∅, D

′◦ 6= ∅を仮定して おく. ψ(θ) = θϕ′(θ)−ϕ(θ)

と 定義すると ,

ϕ∗(t) = sup
θ∈D

{θt − ϕ(θ)}

で t = t∗を固定したと き,上限を実現する θ = θ∗ は t∗ =

ϕ′(θ∗) で 与えられる. 半平面 Π = {x ∈ R; θ∗(x− t∗) >

0}を考え, A ∈ Πを ∀δ > 0 に 対し, A∩(t∗−δ, t∗+δ) 6= ∅

と な る開集合と すると ,

lim
n→∞

1

n
logP (Zn ∈ A) = lim

n→∞

1

n
logP (Zn ∈ A)

= −ψ(θ∗)

で ある.

この 大偏差定理の 証明は [1] な ど を参照して ほしい.

定理1 の 証明の ために は ,次の 二つの こと を示せば よい.

(1) 任意に と った x = {xn} を固定し, 定常過程 Z =

{Zn} を

ZN =
1

N

N∑

n=1

|xn − Yn|
2, N = 1, 2, . . .

で 定義する. これに 対し上述の 大偏差定理に 現れる

ϕN(Nθ), ϕ(θ), ϕ′(θ), ψ(θ) を実際に 計算し, この 定

理を適用する.

(2) R∗(D) の 定義に おける inf に おいて , 下限を実現す

るW ∗ ∈ WD を実際に 構成して ,

I(W ∗, X) +D(W ∗ ‖ Y ) = ψ(θ∗)

と な ること を示す. ここで θ∗ は ϕ′(θ∗) = D を満た

すもの .

5.1 定理1 の 証明 (1)

まず, (1) に 述べた確率過程 Z = {Zn} に 対し ϕN(θ),

ϕ(θ) な ど を上述の ように 定める. 以降 θ ∈ D と する.

Y N
1 = (Y1, . . . , YN) の 分布を N(0,ΓN) と すると ,

ϕN (Nθ) = −
1

2
log |IN − 2θΓN |

+θ〈(2θ(Γ−1

N − 2θIN )−1+ IN )x, x〉



と な る. ここで , 〈 · , · 〉 は RN で の 内積で ある. ϕN(Nθ)/

N をN → ∞ で 極限をと ると , 右辺第1項に ついて は 極

限は

−
1

4π

∫ π

−π

log[1 − 4πθg(λ)] dλ

で ある. 第2項の 極限の 計算がステップ1 の 中で 最も本

質的な 部分で , 次に 挙げる補題を用いること で 系列 x =

(xn) に 依存しな い極限が存在すること がわかる.

補題に 先だって 関係 ∼ を以下の ように 定める. (Gray

[2] 参照) N 次正方行列 A = (ajk) に 対して , ノルム |A|

および ‖A‖ を

|A|2 =
( 1

N

N∑

j=1

N∑

k=1

|ajk|
2
)
,

‖A‖2 = max
x∈RN

{〈A∗Ax, x〉; |x| ≤ 1}

の ように 定義する. 正方行列の 列 {AN}, {BN} (AN , BN

は N 次正方行列) が次の 1, 2を満たすと き, AN ∼ BN

と 記すこと に する.

(1) あるM <∞があって ,すべて の N に ついて ‖AN‖,

‖BN‖ ≤M .

(2) N → ∞ の と き, limN→∞ |AN − BN | = 0 と な る.

補題 1 X = {Xn} は 純非決定的な ガウス定常過程で ,

その スペクトル密度関数を f と し, TN(h) をスペクト

ル密度関数 h の N 次 Toeplitz 行列と する. この と き,

AN ∼ TN(h) な らば ,

lim
N→∞

1

N
〈ANX,X〉 = lim

N→∞

1

N
E[〈TN(h)X,X〉]

= 2π

∫ π

−π

h(λ)f(λ) dλ a.s.

と な る.

補題の 証明に は ZN = 〈TN(h)X,X〉/N と して 大偏差

定理を用いる.

この 補題を用いると , N−1ϕN(Nθ) の 右辺第2項の 極

限は

lim
N→∞

1

N
θ〈(2θ(Γ−1

N − 2θIN )−1+ IN )x, x〉

=

∫ π

−π

f(λ)

1 − 4πθg(λ)
dλ a.s.

と な ること が示され, 最終的に

ϕ(θ) = lim
N→∞

1

N
ϕN (Nθ)

= −
1

4π

∫ π

−π

log[1 − 4πθg(λ)] dλ

+

∫ π

−π

f(λ)

1 − 4πθg(λ)
dλ

が得られる. あと は 簡単な 計算で

ϕ′(θ) =

∫ π

−π

g(λ)

1 − 4πθg(λ)
dλ+

∫ π

−π

f(λ)g(λ)

(1 − 4πθg(λ))2
dλ

ψ(θ) =
1

4π

∫ π

−π

log[1 − 4πθg(λ)] dλ

+
1

4π

∫ π

−π

θg(λ)

1 − 4πθg(λ)
dλ

+ 4π

∫ π

−π

θ2f(λ)g(λ)

(1 − 4πθg(λ))2
dλ

が得られる. ここで 大偏差定理を適用すると ,

ϕ∗(D) = sup
θ∈D

{θD − ϕ(θ)}

に おいて 上限をと る θ = θ∗ は ϕ′(θ∗) = D より得られ,

その θ∗ に ついて

lim
N→∞

1

N
logP

( 1

N

N∑

k=1

|xk − Yk|
2 < D

)
= −ψ(θ∗)

と な る. これで (1) は 終った.

5.2 定理1 の 証明 (2)

θ∗ は (1) で 得られたもの と 同じもの と し, θ∗ < 0 や

ϕ′(θ∗) = D と いったこと が判って いる. ここで

h(λ) =
g(λ)

1 − 4πθ∗g(λ)

と いうスペクトル密度関数を考え, またこの スペクトル

密度関数に 対応する k 次共分散を αk と おく.

h(λ) をスペクトル密度関数に 持つガウス定常過程で

X と 独立な もの を V = {Vn} と し, W ∗ = {W ∗
n} を V ,

{αk} を用いて ,

W ∗
n = Vn − 2θ∗

∞∑

k=−∞

αkXn−k

で 定義する. 以下で 次の 二つの こと を示す.

(i) I(W ∗, X) +D(W ∗ ‖ Y ) = ψ(θ∗) を示す.

(ii) R∗(D) = I(W ∗, X) +D(W ∗ ‖ Y ) を示す.

fW∗ を W ∗ の スペクトル密度関数と すると , ガウス定

常過程に ついて 知られて いる結果から

I(W ∗, X) =
1

4π

∫ π

−π

log
[fW∗ (λ)

h(λ)

]
dλ

D(W ∗ ‖ Y ) =
1

4π

∫ π

−π

{fW∗(λ)

g(λ)

− log
[fW∗(λ)

g(λ)

]
− 1

}
dλ

が判る.

上式の fW∗(λ) と h(λ) をf(λ), g(λ) で 表しまと め

ると ,

I(W ∗,X) +D(W ∗ ‖ Y )



=
1

4π

∫ π

−π

θ∗g(λ)

1− 4πθg(λ)
dλ

+ 4π

∫ π

−π

θ∗2f(λ)g(λ)

(1 − 4πθ∗g(λ))2
dλ

+
1

4π

∫ π

−π

log[1 − 4πθ∗g(λ)] dλ = ψ(θ∗)

と な る. 簡単な 計算で

E[|W ∗
n −Xn|

2] =

∫ π

−π

g(λ)

1 − 4πθ∗g(λ)
dλ

+

∫ π

−π

f(λ)

(1 − 4πθ∗g(λ))2
dλ

= ϕ′(θ∗) = D

が得られ, W ∗ ∈ WD で あること が判る. つまり

inf
W∈WD

{I(W,X) +D(W ‖ Y )}

≤ I(W ∗, X) +D(W ∗ ‖ Y )

で あるから, あと は 逆向きの 不等式を示せば 良い.

x = {xn} に 対し, RN 上の 確率分布 ν∗N(·|x) を

dν∗N(·|x)

dµN
Y

(y) = exp
[
−ϕN (Nθ∗)

]
exp

[
θ∗

N∑

k=1

|xk − yk|
2
]

で 定める. この と き勝手な W ∈ WD に 対して ,

0 ≤

∫∫

R2N

log
[dµN

W |X (·|x)

dν∗N(·|x)
(y)

]
dµN

W |X (y|x)dµN
X(x)

=

∫∫

R2N

log
[dµN

W |X (·|x)

dµN
Y

(y)
]

− log
[dν∗N(·|x)

dµN
Y

(y)
]
dµN

W |X (y|x) dµN
X(x)

と いう不等式が成り立つ. dν∗N(·|x) の 定義より, 後の

項は

∫∫

R2N

log
[dν∗N(·|x)

dµN
Y

(y)
]
dµN

W |X(y|x) dµN
X(x)

= −ϕN (Nθ∗) + θ∗E
[ N∑

k=1

|Xk −Wk|
2
]

θ∗ < 0 に 注意すれば ,

lim inf
N→∞

1

N

∫∫

R2N

log
[dν∗N(·|x)

dµN
Y

(y)
]
dµN

W |X (y|x) dµN
X(x)

≥ −ϕ(θ∗) + θ∗D = θ∗ϕ′(θ∗) − ϕ(θ∗) = ψ(θ∗)

= I(W ∗, X) +D(W ∗ ‖ Y )}

が判る. また

IN (W,X) +DN (W ‖ Y )

=

∫∫

R2N

log
[dµN

W |X(·|x)

dµN
Y

(y)
]
dµN

W |X (y|x)dµN
X(x)

な の で , 以上二つから

I(W ∗, X) +D(W ∗ ‖ Y )

≤ lim sup
N→∞

1

N
{IN(W,Y ) +DN (W ‖ Y )}

≤ I(W,Y ) +D(W ‖ Y )

を得る.

6 定理2の 証明
定理1 と 以下の 定理を用いれば よい.

定理 3 (Yang-Kieffer [5]) X は 定常で エルゴード的

と する. Y は 定常で 有限和混合係数を持ち, また X と

Y は 独立と する.

lim
N→∞

1

N
log[P (ρN(xN

1 , Y
N
1 ) < D)] = −R∗, a.s.

の と き,

lim
N→∞

1

N
logLN(Y,X,D) = R∗ a.s.

と な る. ここで , ρN は 歪み測度で ある.

7 最後に
本報告で は 情報源と データベースが独立な 場合に つい

て 議論を行な った。この 場合、歪みを許す場合の univer-

sal に 最適な 符合化に は な って いな い。今後は 情報源と

データベースが独立で な い場合に ついて も研究する予定

で ある。
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