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Abstract— We are interesting in the error exponent for

source coding with fidelity criterion. For each fixed distor-

tion level D, the maximum attainable error exponent at rate

R, as a function of R, is called the reliable function. The

minimum rate achieving the given error exponent is called

the minimum achievable rate. For memoryless sources with

finite alphabet, Marton (1974) gave an explicit form of the

reliable function. The aim of the paper is to derive formulas

for the reliable function and the minimum achievable rate

for memoryless Gaussian sources.
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1 は じめに

歪みを許す場合の 情報源符号化に おける許容される歪

みを越える確率（ これを誤り確率と いう） を考える．よ

く知られて いるように ，レートが情報源の レート・歪み

関数より大きい適当な 符号化に より誤り確率を 0 に 近づ

けること がで きる．有限アルファベット無記憶情報源に

対して は この 誤り確率は 符号長を長くすると 指数関数的

に 0 に 近づ き，その error exponent が求められて いる

[1, 2]．この error exponent を信頼性関数と いう．信頼

性関数の 逆関数を韓 [3] に な らい，minimum achievable

rate と いう．本報告の 目的は ，歪みを２乗平均誤差で 測

ると きの 無記憶ガウス型情報源の minimum achievable

rate および信頼性関数を決定すること で ある．

　一般の 場合の minimum achievable rateおよび信頼性

関数の 定義を２節で 述べる．無記憶ガウス型情報源の 場

合の 我々の 結果を３節で 与える．証明の ために 必要な 補

題を４節で 述べ，定理の 証明を５節で 与える．

2 信頼性関数

情報源を確率過程 X = {Xn} で 表す．情報源アルファ
ベット空間を X，復号アルファベット空間を Y と する．
この と き，各 Xn は X の 値をと る．関数 ρ : (X ,Y) −→
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[0,∞) を歪み測度と し，

ρn(xn
1 , y

y
1) =

1

n

n
∑

k=1

ρ(xk, yk)

と 定義する．ここで xn
1 ≡ (x1, ..., xn) ∈ X n. 符号化

(encoder) ϕn および復号化 (decoder) ψn は 写像

ϕn : X n −→ Mn, ψn : Mn −→ Yn,

で 与えられる．ただし，Mn = {1, 2, ..., Mn} で Mn は

ある自然数．符号化と 復号化の 組の 列 {(ϕn, ψn)}n=1,2,...

を単に code と 呼ぶこと に する．

　ψn ◦ ϕn と ϕn を同一視し，Y = X と して も一般性
は 失われな いの で ，以後簡単の ために

ϕn : X n −→ X n

と し， ϕ ≡ {ϕn}n=1,2,... を code と 呼ぶ．

　歪み D > 0 を許す場合の 誤り確率を

en(ϕn, D) = P (ρn(Xn
1 , ϕn(Xn

1 )) > D)

と 記す．

rate (ϕ) = lim sup
n→∞

1

n
log |ϕn|

を code ϕ = {ϕn} の レートと いう．ただし |ϕn| は 集合
ϕn(X n) の 要素の 個数を表す．

定義 1 正数 D, r, R に 対し，code ϕ = {ϕn} が

lim sup
n→∞

1

n
log en(ϕn, D) ≤ −r

を満たすと き，ϕ は (D, r)-achievable と いい，(D, r)-

achievable な code の 全体を C(D, r) と 記す．

R(D, r) = inf{ rate (ϕ);ϕ ∈ C(D, r)}

を minimum (D, r)-achievable rate と いう．

r(D,R) = − inf
ϕ : rate (ϕ)≤R

lim sup
n→∞

1

n
log en(ϕn, D)

を信頼性関数と いう．



注意 1 Minimum achievable rate は 無歪みの 場合の 韓

[3] の 定義に な らったもの で あり，信頼性関数は Marton

[1]（ [2] も参照） に よる．

　続いて ，正しく復号される確率に ついて の minimum

achievable rate と 信頼性関数を定義する．

定義 2 正数 D, r, R に 対し，code ϕ = {ϕn} が

lim inf
n→∞

1

n
log(1 − en(ϕn, D)) ≥ −r

を満たすと き，ϕ は 正しく復号する確率に ついて (D, r)-

achievable と いい，正しく復号する確率に ついて (D, r)-

achievable な code の 全体を C∗(D, r) と 記す．

R∗(D, r) = inf{ rate (ϕ);ϕ ∈ C∗(D, r)}

を（ 正しく復号する確率に ついて の ） minimum (D, r)-

achievable rate と いう．

r∗(D,R) = − sup
ϕ : rate (ϕ)≤R

lim inf
n→∞

1

n
log(1 − en(ϕn, D))

を（ 正しく復号する場合の ） 信頼性関数と いう．

　信頼性関数に 関して は 有限アルファベット情報源の 場

合に は 次の 結果が知られて いる．

定理 1 ([1, 2]) 有限アルファベット無記憶情報源の 場

合に は 各 Xn の 分布を µ と すると ，任意の D に 対し，

r(D,R) = inf
ν
{D(ν‖µ);R(D; ν) > R}, R > 0, (1)

で ある．ここで ，D(ν‖µ) は ダイバージェンスを表し，

R(D; µ) は 分布µ の レート・歪み関数で ある．

注意 2 正確な 検証は まだして いな いが，上の 場合の

minimum achievable rate は

R(D, r) = sup
ν
{R(D; ν);D(ν‖µ) < r}, r > 0, (2)

で あろう．

　有限アルファベットの マルコフ連鎖の 場合に は Davis-

son 等の 仕事がある．本報告で 無記憶ガウス型情報源の

場合に も (1)および (2)が成り立つこと を証明する．もっ

と 多くの 情報源に 対して (1) および (2) が成り立つこと

が予想される．

3 無記憶ガウス型情報源の 信頼性関数
情報源 X = {Xn} は 分布 N(0, σ) の i.i.d. と する．

この と き無記憶ガウス型情報源と いう．以後 X = R と

し，歪み関数は

ρ(x, y) = |x− y|2, x, y ∈ R,

と する．簡単の ため

‖xn
1‖2

n =
1

n

n
∑

k=1

|xk|2, xn
1 ≡ (x1, ..., xn) ∈ R

n,

と 記す．次の 結果が証明で きる．

定理 2 無記憶ガウス型情報源に 対し，0 < D < σ の

と き

R(D, r) =
1

2
log

α2

D2
, r > 0, (3)

r(D,R) =
1

2

(

α2

σ2
− 1 − log

α2

σ2

)

, R > R(D; µ),

(4)

で ある．ただし，α > σ は (3) で は

r =
1

2

(

α2

σ2
− 1 − log

α2

σ2

)

(5)

に より，(4) で は R = log(α/D) に より一意に 定まる．

式 (3) と (4) は 各々 (2) と (1) と に 同値で ある．

　正しく復号される確率に ついて は 次の 定理が成り立つ．

定理 3 無記憶ガウス型情報源に 対し，0 < D < σ の

と き

R∗(D, r) =
1

2
log max

(

β2

D2
, 1

)

, r > 0, (6)

で ある．ただし，0 < β < σ は (5) で α を β に 代えた

式で 定める．

4 補題
本節で は 定理の 証明に 必要な ガウス定常過程に 関す

る補題を用意する．二つの 正則な ガウス定常過程 X =

{Xn}, Y = {Yn} を考える．平均は 0 と し，各々の スペ

クトル密度関数（ SDF） を f(λ), g(λ) と する：

γn = E[Yn+kYk] =

∫ π

−π

einλg(λ)dλ.

Y n
1 の 共分散行列を Γn = [γi−j ]i,j=1,...,n と する．Y

n
1 の

確率密度関数は

qn(yn
1 ) =

1

(2π)n/2|Γn|1/2
exp

{

−1

2
〈Γ−1

n yn
1 , y

n
1 〉
}

で ある（ 〈·, ·〉 は R
n の 内積）．単位時間当たりの エント

ロピーおよび相対エントロピーは

h(X) =
1

4π

∫ π

−π

log{4π2ef(λ)}dλ,

D(X‖Y ) =
1

4π

∫ π

−π

{

f(λ)

g(λ)
− 1 − log

f(λ)

g(λ)

}

dλ,

で 与えられる．n → ∞ の と きの

Zn =
1

n
log qn(Xn

1 )

の 挙動を調べる．n→ ∞ の と き Zn は

−h(X) −D(X‖Y )

= − log(2π) − 1

4π

∫ π

−π

log g(λ)dλ − 1

4π

∫ π

−π

f(λ)

g(λ)
dλ



に 収束する．

Wn =
1

n
〈Γ−1

n Xn
1 , X

n
1 〉 = −2Zn − log(2π) − 1

n
log |Γn|

と おく．確率

P (Zn ≤ −h(X) −D(X‖Y ) − c)

と 確率

P

(

Wn ≥ 1

2π

∫ π

−π

f(λ)

g(λ)
dλ+ 2c

)

の 漸近挙動は 同じで あり，さらに これは

P

(

1

2πn
〈Tn(g−1)Xn

1 , X
n
1 〉 ≥

∫ π

−π

f(λ)

g(λ)
dλ+ 4πc

)

の 漸近挙動と は 同じで ある．つまりガウス過程の ２次形

式の 漸近挙動を調べれば よい．SDF fθ(λ)を次で 定める．

1

fθ(λ)
=

1

f(λ)
− 4πθ

g(λ)
=
g(λ) − 4πθf(λ)

f(λ)g(λ)
. (7)

　大偏差定理を使い次の 基本補題が証明で きる．

補題 1 （ [4] 参照） c > 0 に 対し

lim
n→∞

1

n
logP (Zn ≤ −h(X) −D(X‖Y ) − c)

= −D(f∗‖f) (8)

が成り立つ．ここで f∗(λ) = fθ∗(λ) で ，θ∗ > 0 は 次式

で 一意に 決まる．
∫ π

−π

f(λ)

g(λ) − 4πθ∗f(λ)
dλ =

∫ π

−π

f(λ)

g(λ)
dλ+ 4πc. (9)

補題１を適用し次を得る．

補題 2 X = {Xn} は N(0, σ2) に 従う無記憶ガウス型

情報源と する．α > σ の と き

lim
n→∞

1

n
logP (‖Xn

1 ‖n > α) = −1

2

(

α2

σ2
− 1 − log

α2

σ2

)

.

(10)

0 < β < σ の と き

lim
n→∞

1

n
logP (‖Xn

1 ‖n < β) = −1

2

(

β2

σ2
− 1 − log

β2

σ2

)

.

(11)

以下，特別な 場合と して ，Y = {Yn} が分布 N(0, τ2)

の i.i.d. の 場合を考える．String matching の 確率

P (‖Y n
1 − xn

1 ‖n ≤ D)

の 漸近評価を行う．定数 c > 0 に 対し
∫ ∞

−∞

|x − c|2p(x)dx = D2

を満たす確率密度関数 p(x) の 全体を Pc と し，

D(Pc‖q) = inf{D(p‖q); p ∈ Pc}

と 記す．ここで q(x) は N(0, τ2) の 確率密度関数．

補題 3 Y = {Yn} が分布 N(0, τ2) の i.i.d. の と き，

α2 ≤ τ2 +D2 (α > 0) な らば ，‖xn
1‖n ≤ α を満たす任

意の xn
1 ∈ R

n に 対し

lim
n→∞

1

n
logP (‖Y n

1 − xn
1 ‖ ≤ D)

≥ lim
n→∞

1

n
logP

(

1

n

n
∑

k=1

|Yk − α|2 ≤ D2

)

≥ − log
α

D
(12)

が成り立つ．α2 = τ2 +D2 の と き，上式は 等号．

5 定理の 証明

定理２の 証明　 (Converse Part) :　空間 R
n に おいて ，

Xn
1 の 確率密度 pn(xn

1 ) の 大きい部分を

Qn(α) = {xn
1 ∈ R

n; ‖xn
1‖n ≤ α}

と おく．誤り確率を小さくするために は ，Qn(α) の 元は

歪み D 以内で 符号化するの がよい．Qn(α)c の 元は 歪み

が D を越えて も止むを得な い．誤り確率の 指数レート

を r と し，α を (5) で 定める．歪み D 以内で 符号化す

るために は ，半径
√
nD の 小球で Qn(α) を覆うこと が

必要で ある．Qn(α) は 半径
√
nα の 球で その 体積は

Vn(
√
nα) =

(
√
π
√
nα)n

Γ
(

n
2 + 1

)

で ある．また，半径
√
nD の 小球の 体積は

Vn(
√
nD) =

(
√
π
√
nD)n

Γ
(

n
2 + 1

)

で ある．したがって ，Qn(α) を
√
nD の 小球で 覆うため

に は 最低限
Vn(

√
nα)

Vn(
√
nD)

=
( α

D

)n

個の 小球が必要で ある．即ち，レート

1

n
log

Vn(
√
nα)

Vn(
√
nD)

=
1

2
log

α2

D2

が必要で ある．これより次の 不等式を得る．

R(D, r) ≥ 1

2
log

α2

D2
(13)

(Direct Part) :　 (5) の α に 対し

R >
1

2
log

α2

D2

な る R を考える．ランダム符号化に より，レートが R

以下の code を構成する．

τ2 = α2 −D2



と し，Y = {Yn} を分布 N(0, τ2) の i.i.d. と する．

‖xn
1 ‖n ≤ α (14)

の と き，補題３より (12)が成り立つ．よって ，log(α/D)

< R0 < R と すると ，ある n0 があって ，(14) を満たす

任意の xn
1 ∈ R

n に 対し

P (‖Y n
1 − xn

1 ‖ ≤ D) > e−nR0 , n ≥ n0,

で ある．Y (m) = {Y (m)
n }, m = 1, 2, ..., を Y = {Yn} の

independent copies と する．String matching の waiting

time

Wn(Y, x, D) = inf{m; ‖(Y (m))n
1 − xn

1‖n ≤ D}

に 対し，x = {xn} が (14) を満たすと き

P
(

Wn(Y, x, D) > enR
)

=

enR

∏

m=1

P (‖(Y (m))n
1 − xn

1 ‖n > D)

≤ (1 − e−nR0)enR

< e−en(R−R0 )

, n ≥ n0,

が成り立つ．よって n ≥ n0 の と き

P (‖Xn
1 ‖n ≤ α, Wn(Y,X,D) > enR) < e−en(R−R0 )

で ある．したがって

P (Wn(Y,X,D) > enR) < P (‖Xn
1 ‖n > α) + e−en(R−R0 )

が成り立つ．X と Y は 独立だから，上の こと より，Y (m)

(m = 1, 2, ...) の 実現値 y(m) = {y(m)
n } があって

P (Wn(y,X,D) > enR)

< P (‖Xn
1 ‖n > α) + e−en(R−R0 )

(15)

が成立する．この y(m), m = 1, 2, ..., を使って code

ϕ = {ϕn} を次の ように 定める．もし ‖xn
1 − (y(i))n

1 ‖n >

D, i = 1, ..., m− 1, かつ‖xn
1 − (y(m))n

1 ‖n ≤ D の と

きϕn(xn
1 ) = (y(m))n

1 (m = 1, 2, ..., enR)，その 他の と き

ϕn(xn
1 ) = (y(1))n

1．明らかに

lim
n→∞

1

n
log |ϕn| = R (16)

で ある．また，明らかに

P (‖Xn
1 − ϕn(Xn

1 )‖n > D) = P (Wn(y,X,D) > enR)

だから，(5), (10), (15) より

lim
n→∞

1

n
logP (‖Xn

1 − ϕn(Xn
1 )‖n > D)

≤ lim
n→∞

1

n
logP (‖Xn

1 ‖n > α)

= −r

で ある．よって ϕ は (D, r)-achievable で ある．故に (16)

より

R(D, r) ≤ R

で ある．したがって

R(D, r) ≤ 1

2
log

α2

D2
(17)

が示された．(13) と (17) より (3) を得る．

((3) と (2) の 同等性) :　µ を N(0, σ2) の ガウス分布，

ν∗ を N(0, α2) の ガウス分布と する．

D(ν∗‖µ) =
1

2

(

α2

σ2
− 1 − log

α2

σ2

)

だから，(5) は D(ν∗‖µ) = r を意味する．また

R(D; ν∗) =
1

2
log

α2

D2

で ある．さて ，ν を D(ν‖µ) < r を満たす任意の 分布と

する．平均値と 分散が同じな らば ガウス分布の 場合の 方

がダイバージェンスD(ν‖µ) は 小さく，レート・歪み関

数 R(D; ν) は 大きい．したがって (2) の 右辺の 上限は

ガウス分布に より達成される．そこで ν は ガウス分布

と する．µ の 平均値が 0 だから，ν の 平均値も 0 と し

て よい．ν の 分散を λ2 (λ > 0) と すると ，R(D; ν) は

λ に ついて 単調増加で ，D(ν‖µ) も λ ≥ σ に ついて 単調

増加で ある．したがって D(ν‖µ) < r の と き λ < α で

あり，R(D; ν) < R(D; ν∗) で ある．しかし λ↗ α と す

れば D(ν‖µ) < r かつ

lim
λ↗α

R(D; ν) = R(D; ν∗) =
1

2
log

α2

D2

で ある．よって (2) が成り立つ． 2

定理３の 証明　定理３は 定理２と ほぼ同じ議論に よりに

より証明で きる．
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